
5.1 课堂笔记 8 

本周作业： 

1. P2725 自己再做一下 

2. 练习 1 

 
3. 练习 2：求最短编辑距离 

 
 

作业讲解： 

作业 1： 



 
代码： 

 



 

 

作业 2： 

P2008 



 

 

 

作业 3： 

P1233 

代码 1（n*n 版本）： 



 



 
 

代码 2：（n*logn 版本,用了指针，具体思路就是二分，同学们可以自己写二分，不是必须用

upper_bound） 



 

 

 

新知识： 

1. 0 1 背包 

问题引入： 

有 N 件物品和一个容量为 V 的背包。第 i 件物品的费用是 w[i]，价值是 v[i]，求将哪些

物品装入背包可使价值总和最大。 

 

 

简单想法： 

设 F(n, c)为把前 n 个物品放进容量为 C 的背包里能获取的最大价值 



1. 如果我们不放第 n 个物品，那么 F(n, c) = F(n - 1, c) 

2. 如果我们放第 n 个物品，那么 F(n, c) = F(n - 1, c - w[n]) + v[n] 

因此：我们得到了递推式（状态转移方程为） 

F(i, c) = max(F(i - 1, c), F(i - 1, c - w[i]) + v[i]) 

实现方法：记忆化搜索、动态规划 

 

初始代码： 

for (int i = 1; i <= n; i++) 

    for (int j = w[i]; j <= C; j++) 

        F[i][j] = max(F[i - 1][j], F[i - 1][j - w[i]] + v[i]) 

 

空间优化： 

上面的动态规划算法使用了 O(n*C)的空间复杂度（因为我们使用了二维数组来记录子问

题的解），其实我们完全可以只使用一维数组来存放结果，但同时我们需要注意的是，为

了防止计算结果被覆盖，我们必须从后向前分别进行计算。 

 

优化后的最终代码： 

for (int i = 1; i <= n; i++) 

    for (int j = C; j >= w[i]; j--) 

        f[j] = max(f[j], f[j - w[i]] + v[i]); 

 

初始化的亿点细节： 

我们看到的求最优解的背包问题题目中，事实上有两种不太相同的问法。有的题目要求

"恰好装满背包"时的最优解，有的题目则并没有要求必须把背包装满。这两种问法的区

别在初始化的时候不同。 

如果是第一种问法，要求恰好装满背包，那么在初始化时除了 f[0]为 0 其它 f[1...C]均设

为−∞，这样就可以保证最终得到的 f[C]是一种恰好装满背包的最优解。 

如果并没有要求必须把背包装满，而是只希望价格尽量大，初始化时应该将 f[0...C]f[0...C]

全部设为 0。 

这个小技巧完全可以推广到其它类型的背包问题，后面也就不再对进行状态转移之前的

初始化进行讲解。 

2. 完全背包 

问题引入： 

有 N 种物品和一个容量为 V 的背包，每种物品都有无限件可用。放入第 i 种物品的费

用是 Ci，价值是 Wi。求解：将哪些物品装入背包，可使这些物品的耗费的费用总和不

超过背包容量，且价值总和最大。 

 

首先直接想到的的递推公式： 

F(i, j) = max(F(i - 1, j - k * w[i]) + k * v[i], F(i, j)) 

但是这样一来时间复杂度就多了个*k，可不可以优化呢？ 

 

优化策略: 

一、贪心策略 



二、转换成 0/1 背包问题 

⚫ 直接转换 

⚫ 二进制优化 

  把第 i 种物品拆成费用为 v[i]*2^k、价值为 w[i]*2^k 的若干件物品，其中 k 取遍

满足     Ci*2^k ≤ V 的非负整数。这是二进制的思想。因为，不管最优策略选几

件第 i 种物品，  其件数写成二进制后，总可以表示成若干个 2^k 件物品的和。

这样一来就把每种物品  拆成 O(log [V /Ci]) 件物品，是一个很大的改进。 

⚫ 利用本层数据(重点)和代码 

代码： 

for (int i = 1; i <= n; i++) 

    for (int j = w[i]; j <= C; j++) 

        f[j] = max(f[j], f[j - w[i]] + v[i]); 

你会发现，这个代码与 01 背包问题的伪代码只有 j(枚举的背包空间) 的循环次序

不同而已。 

为什么这个算法就可行呢？首先想想为什么 01 背包中要按照 j 递减的次序来循

环。让 C 递减是为了保证第 i 次循环中的状态 F[i, j] 是由状态 F[i − 1, j − Ci] 

递推而来。 

换句话说，这正是为了保证每件物品只选一次，保证在考虑“选入第 i 件物品”这件

策略时，依据的是一个绝无已经选入第 i 件物品的子结果 F[i − 1, j− Ci]。而现在

完全背包的特点恰是每种物品可选无限件，所以在考虑“加选一件第 i 种物品”这种

策略时，却正需要一个可能已选入第 i 种物品的子结果 F[i, j − Ci]，所以就可以并

且必须采用 j 递增的顺序循环。这就是这个简单的程序为何成立的道理。 

 

3. 多重背包 

问题引入： 

有 N 种物品和一个容量为 V 的背包。第 i 种物品最多有 Mi 件可用，每件耗费的空

间是 Ci，价值是 Wi。求解将哪些物品装入背包可使这些物品的耗费的空间总和不超过

背包容量，且价值总和最大。 

 

初步想法： 

这题目和完全背包问题很类似。基本的方程只需将完全背包问题的方程略微一改即可。 

因为对于第 i 种物品有 Mi + 1 种策略：取 0 件，取 1 件……取 Mi 件(Mi 取值是满足

Ci*Mi<=j 的最大值)。令 F[i, j]表示前 i 种物品恰放入一个容量为 j 的背包的最大价值，

则有状态转移方程： 

F[i，j] = max{F[i − 1, j − k ∗ Ci] + k ∗ Wi | 0 ≤ k ≤ Mi} 

复杂度是 O(V ΣMi)。 

 

二进制优化 

仍然考虑二进制的思想，我们考虑把第 i 种物品换成若干件物品，使得原问题中第 i 种

物品可取的每种策略——取 0 . . . Mi 件——均能等价于取若干件代换以后的物品。 



另外，取超过 Mi 件的策略必不能出现。 

方法是：将第 i 种物品分成若干件 01 背包中的物品，其中每件物品有一个系 

数。这件物品的费用和价值均是原来的费用和价值乘以这个系数。令这些系数分别为 

1, 2, 2^2，. . . 2^{k−1}, Mi − 2^k + 1，且 k 是满足 Mi − 2^k + 1 > 0 的最大整数。

例如，如果 Mi 为 13，则相应的 k = 3，这种最多取 13 件的物品应被分成系数分别为 

1, 2, 4, 6 的四件物品。 

分成的这几件物品的系数和为 Mi，表明不可能取多于 Mi 件的第 i 种物品。另外这种

方法也能保证对于 0 . . . Mi 间的每一个整数，均可以用若干个系数的和表示。(课堂上

依旧进行过简单证明，证明方法不要求掌握，记住这个结论即可，以后还能用于很多场

景) 

这样就将第 i 种物品分成了 O(logMi) 种物品，将原问题转化为了复杂度为 O(VΣlogMi) 

的 01 背包问题，是很大的改进。 

 

 

课堂练习代码： 

1. P1049 

 

2. P1060 



 
3. P1048 

 

4. P1616 



 

5. 最长公共子串 

 



 
 


